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Modelos de risco Coletivo
0 processo de Poisson para frequéncia de Sinistros

» Considere (Q,F,P) um espaco de probabilidade e T # @ um
conjunto (tempo). A cada t €T associa-se uma variavel
aleatoria X; funcao de (.

» Um processo estocastico é uma familia de varidveis
aleatéorias indexadas por elementos t  pertencentes a
determinado intervalo (temporal ou espacial).



Processo estocastico

Seja ¥ um conjunto qualquer de indexacdo entdo um
processo serd definido por {X;t € y}. Assim dados y =
{L,D,L@,De}, {Xt,t € y} = {XL'XD'XLBJXDQ}‘

N; pode ser o niimero de atendimentos em um hospital no
intervalo [0,t] (t €[0,24]), ou o numero de acidentes no
intervalo [0,t] (t € [0,km]) ou N; pode ser um modelo para
o numero de impactos de asteroides desde uma certa data de
referéncia e etc...



Processo de Contagem

Um processo estocastico {N.t =0} pode ser
entendido como um processo de contagem onde
N; representa o nlimero de eventos que ocorreram
num intervalo de tempo.

Esses eventos sao descritos como pontos no eixo
do tempo.



Processo de Contagem

Um processo estocastico {N;t =0} pode ser
entendido como um processo de contagem @ se
N; representa o niimero de eventos que ocorreram num
intervalo de tempo (0, t] e se, para todo t,s = 0O:

* Np =0 ( no instante inicial ndo ha eventos)
= N, €N
" Np = Niys

* Para s <t, N — N, representa o niimero de eventos
que ocorreram no intervalo de tempo (s, t].



Processo de Contagem-axiomas

Condicoes que indicam que nao haverda tendéncia a que os
eventos se agrupem ...

1) Um processo de contagem tem incrementos independentes...

N; (nimero de eventos ocorridos em t) é independente de
(N¢ys — N;) (ntmero de eventos ocorridos no intervalo (t,t + s]).

2) A probabilidade de que ocorra algum evento no intervalo [0, t]
esta entre 0 e 1 nunca assumindo esses valores pois implicaria em
certeza...

V,t>0, O0O<P(N,>0)<1;



Processo de Contagem-axiomas

3) A probabilidade de que ocorra mais de um evento em um
intervalo s, decresce em relacdo a probabilidade de ocorrer
somente um evento nesse mesmo intervalo. Tal que:

. P(Nppo—N> 1
V,t >0 lim P Wers=Ne> 1) _
s—0 P(N¢ys—Ne=1)

0;

P(N;y s — N; > 1) se torna desprezivel em relacdo a P(Nyys — Np = 1)

4) {Ni, t = 0} tem incrementos estacionarios se a distribui¢do do
nimero de eventos nao depender do intervalo observado, isto é, o
namero de eventos no intervalo (t,t+s|], tem a mesma
distribuicdo que o nimero de eventos no intervalo (0, t].

Nt,+s — Nt +s identicamente distribuida a Ni, = Ng,



Processo de Contagem
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» Para todo i = 1, K; é o instante da i — ésima indenizagao ( tempo acumulado, desde a
inicializacéo

do sistema).

> T, =K, T, =K, —K;, T, =K, — K,,_; tempo entre as indenizagdes (saltos).

» Funcdo média de um processo pontual A(t) = E(N;) ( n° esperado de falhas até o instante t).



[ processo de Poisson

» Em uma carteira de seguro de veiculos ou residencial, a
quantidade de sinistros que serao observados é um ntmero
aleatorio.

» Diversas séo as variaveis que podem impactar no nimero de
ocorréncias podendo dificultar a estimacao exata desse valor.

» Uma alternativa largamente apresentada na literatura é a
proposicao de que o processo de Poisson pode modelar o
processo de registro de sinistros.



[ processo de Poisson

» O processo estocastico de Poisson é um processo de contagem
de eventos aleatorios pontuais.

» Também conhecido como processo de “saltos”’, € um processo
onde o préoximo evento nao depende do histéorico acumulado
de eventos aleatérios e sim somente de sua Ultima posicao
atingida.

» Processo de Markov



[ processo de Poisson Homogéneo

E dito que um processo de contagem {N,,t = 0} é um processo
de Poisson homogéneo de intensidade A, se as seguintes
hipoteses estiverem satisteitas:

a) NO =0
b) O processo tem incrementos estacionarios e independentes;

o(s)

+ — —
c) Se Vs = 0 ,P(Nt,HS = 1) = As + o(s) = éz_l?(’)z — =0
d) Se Vs - 0+,P(Nt,t+s > 1) = 0(s) = llmo(s) 0

s—>0 S



0 processo de Poisson Homogéneo

A condicao c¢) estd relacionada a probabilidade de
ocorrer um evento no intervalo, decrescer em relacao a
S a uma taxa constante A.

P(Nt,t+S — 1) — AS + O(S)

P(N =1 As o(s
lim (Ve ss )=lim—+lim—()
s—0 S s—0 S s—»0 S
P(N =1
lim ( Lits ) = A

s—0 S



0 processo de Poisson Homogéneo

A condicao d) estabelece que sera nula a probabilidade de ocorrer
mais de um evento em um intervalo de tempo s infinitesimal:

P(Nytrs > 1) = 0(s)

P(N > 1 o(s
lim ( LL+s ) = limﬁ =0
s—0 S s—>0 S

A medida que s se aproxima de 0, a probabilidade de
ocorrer mais que um evento nesse intervalo decresce rapidamente
tendendo a 0.

As condicoes ¢ e d, nos dizem que em cada instante de tempo
ocorre, no maximo uma tndenizacao.



0 processo de Poisson H. (Demonstragéo)

Por conveniéncia, seja t um valor no tempo apés o tempo 0, entdo o intervalo
(0, t] tem amplitude t, e o intervalo (t,t + s] tem amplitude s.

P(Ns; = n) = P(n ocorréncias em um intervalo de tempo de tamanho s).
Logo:
P(N;,; = 0)=P(0 ocorréncias no intervalo de tempo (0,t + s])

P(N¢ys =0) = P(0 ocorréncias em (0,t] e 0 ocorréncias em (t,t + s])




0 processo de Poisson H. (Demonstragéo)

Considerando que o processo tem incrementos estacionarios e
independentes temos que:

P(N,, = 0) = P(N, = 0)P(N; = 0)
P(Neys = 0) = P(Ny = 0){1 — [P(Ns = 1) + P(Ns > 1) ]}
Adicionalmente ao se considerara as hipoteses (c¢) e (d), tem-se:
P(Ngys = 0) = P(N; = 0){1 — [As + o(s) + o(s)]}
Logo:
P(Ngys = 0) = P(N; = 0) — AsP(N; = 0) — P(N, = 0)[o(s) + o(s)]

P(Ntys =0) —P(N, = 0) = —AsP(Ny = 0) — P(N; = 0)[o(s) + o(s)]



0 processo de Poisson H. (Demonstragéo)
P(Niys =0) — P(N; = 0) = =AsP(N; = 0) — P(N; = 0)[o(s) + o(s)]

Ao se dividir por s, ambos os lados da equacao, chegamos a:

P(Niys =0 )S— P(N. = 0) = _AP(N, = 0) = P(N, = 0) lo(s) ‘: o(s)]
limP(Nt+S =0) PN =0) _ = = lim —AP(N; = 0) — 11m P(N; =0) [o(s) + o(s)]
s—-0 S s—-0 S

dP(N; = 0)
dt = —AP(N;,=0)

Trata-se de uma equacgao diferencial ordinaria de primeira ordem.
lim flo+Ax) —f(x) df(x)

Ax—0 Ax  dx




Logo

0 processo de Poisson H. (Demonstragéo)

dP(N, = 0)

N, =0y = M

j(P(Nt =0)) 'dP(N, = 0) = J—/ldt

P(N,=0) =e™ X



0 processo de Poisson H. (Demonstragéo)

P(Ntys =1) = P(Ny = DP(Ng = 0) + P(N; = 0)P(Ns = 1)

a V=1 i N;=0 e
ou

; N=0  N=1

0 t t+s

P(Ngys =1) = P(Ne = D[1 - P(Ns =1) = P(N; > D] + P(N; = 0)P(N; = 1)



0 processo de Poisson H. (Demonstragéo)
P(Ntys =1) =P(Ne = D[1 - P(Ns =1) = P(N; > 1)] + P(N; = 0)P(Ns = 1)

P(Niys =1) =P(N; = 1)[1 — As —o(s) —o(s)] + P(N; = 0)[As + o(s)]

P(N;ys =1)=P(N; =1) — P(N; = 1)As — P(N; = 1)[o(s) + o(s)] + P(N; = 0)As + P(N; = 0)o(s)

P(N;yg =1)—P(N; =1) = —=P(N; = 1)As — P(N; = 1)[o(s) + o(s)] + P(N; = 0)As + P(N; = 0)o(s)

Dividindo ambos os lados por s tem-se:

Pess =D =P =) _ iy _ gy PO= DI 00y _ g, PO = 00

Fazendo s — 0, temos

P(N =1)—P(N, =1 P(N,=1)|o(s) + o(s P(N, =0)o(s
tim (Ness )S (N¢ )=lirg—P(Nt=1)A—lirg (N¢ = 1)[o(s) ()]HUBLP(NFO)AH%I (N¢ = 0)o(s)
S— S S— S— S—

S



0 processo de Poisson H. (Demonstragéo)

dP(N, = 1
(dtt ) _ —P(N, = DA+ P(N, = 0)A

Como P(N, =0)=e *, temos a seguinte equacio diferencial linear, de 1°
ordem com coeficientes constantes:

dP(N; = 1
( dtt ) _ —P(N; = 1)+ e

o, +P(N, = DA = e

Fator de integracdo e”t
dt

eMP(N, = 1)1 = et le M

d|P(N, = 1)e’]

At —At
= et e
dt




0 processo de Poisson H. (Demonstragéo)

d|P(N; = 1)e™]

At 7. —At
= e’ e
dt

fd[P(Nt = Det]| = fxldt

P(N, = e’ = At

P(N,=1) =Ate



0 processo de Poisson H. (Demonstragéo)

dP(N; = 0) (At)oe—/lt
dt = —P(N; = 0)A PN = 0) 0!

dP(N. =1 — - N, = = M) e
: c;t ) = —P(N; =1)A+ P(N;, =0)A P(Ny = 1) ( )1'

De forma similar para se encontrar m ocorréncias no intervalo de
tempo t basta resolver a equacao diferencial:

dP(N, = I
(C;t n):—P(Ntzn)/1+P(Nt:n_1)/1 N P(Nth)z( )8

n!

(At)ne —At

P(Nt:n): n'




0 processo de Poisson Homogéneo

Em consequéncia dessas hipoteses, {N;, t > 0} é um processo
de Poisson Homogéneo com média At, para todo t > 0

—At n
e At
P(N; =n) = “) ) n=2012,..
n!
E(N;) = At = var(N,), MNt(r) — pAt(e"-1)

t pode ser entendido como o tamanho do intervalo de tempo
sob analise.

Como a funcéo intensidade é constante A(t) =1, o
processo de Poisson Homogéneo nao pode ser usado para
modelar sistemas em deterioracao ou melhoria.



0 processo de Poisson Homogéneo

O processo de Poisson é adequado quando:
> A taxa A(t) = A é constante no tempo

» Quando o sistema modelado ndo apresenta deterioracao ou
melhoria.

» Qcorréncias sao independentes

> Nao ha dois eventos simultaneos
» Chamadas em call centers
> Decaimentos radioativos

» Pacotes em redes de comunicacao

> ...



EXEMPLD 1 :Suponha que a média do numero de
chamadas telefénicas que uma central telefdonica
recebe é de 30 chamadas por hora.

a) Qual a probabilidade que nédo tenha nenhuma
chamada em um periodo de 3 minutos?

b) Qual a probabilidade que ocorra mais que 5
chamadas em um intervalo de 5 minutos?



30

A==5=05/m
a)
e~ 0°%3(0,5 x 3)0
P(N, = 0) = (o' ) 0,223
b)
5 —0,5%5 n
e >72(0,5 X 5
p(zv5>5)=1—z (n, )" _ 042

n=0

P(N:. >5)=1—[P(Ns = 0) + P(Ng = 1) + P(Nc = 2) ...+ P(Nz = 5)]



[ processo de Poisson Homogéneo

Quando o A por unidade de tempo é alta e/ou o
intervalo de tempo é suficientemente longo...

At
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